Matematyczne metody grafiki komputerowej

Cel wykladu: przedstawienie podstawowych narzedzi matematycznych
stosowanych w grafice komputerowej do opisu i modelowania krzywych oraz powierzchni
oraz algorytmow interpolacji 1 aproksymacji krzywych i powierzchni.

Wymagania: - Analiza numeryczna, Metody Numeryczne dla Matematykéw,
Podstawy Geometrii R6zniczkowej, Wstep do Grafiki Komputerowej (zalecany).

Program Wykladu: wstep, krzywe na ptaszczyznie i w przestrzeni,
wielomiany 1 funkcje sklejalne (spline), wielomiany Beziera, blossoming, pochodna krzywej
Beéziera, obnizanie stopnia krzywej, krzywe jednorodne i wymierne, pochodne krzywych
wymiernych, reprezentacja stozkowych, rzutowanie 1 rysowanie krzywych, twierdzenie
Menelaosa i zasadnicze twierdzenie geometrii rzutowej, iloczyn tensorowy, ptaty powierzchni
jako iloczyny tensorowe, pochodne czastkowe — podziat i taczenie, wymierne prostokatne
ptaty Beziera, ray traceing, tréjkatne ptaty Beziera, funkcje B—sklejane, wtasnosci funkcji
B-sklejalnych, wstawianie weztow, blossoming dla funkcji sklejanych, NURBS,
powierzchnie sklejane.
Zalecane podre¢czniki i materialy uzupelniajgce:
- P. Dierckx, Currve and Surface Fitting with Splines, Clarendon Press, Oxford 1993;
- J.D. Foley, A. van Dam, S.K. Feiner, J.F. Hughes, Wprowadzenie go grafiki
komputerowej, WNT, Warszawa 1994;
- M. Jankowski, Elementy grafiki komputerowej, WNT, Warszawa 1990;
- Theo Pavlidis, Grafika i przetwarzanie obrazow, WNT, Warszawa 1987,
- P. Kiciak, Podstawy Modelowania Krzywych i powierzchni, WNT, Warszawa
2000;

- P. Koprowski, Okruchy geometrii komputerowej, unix.math2.us.edu.pl/~perry/gk/
okruchy.pdf

Tytulem wstepu. Proponuje wszystkim moim stuchaczom zaznajomié sig z
»czajniczkiem Newella” (Newell’s teapot), prawdopodobnie najbardziej znana ikona grafiki
komputerowej. Mozna zalez¢ w Google ponad 17.000 stron jemu po§wigconym. Rysunek tu
zamieszczony pochodzi z drugiego konca swiata
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Tam tez mozna si¢ nim trochg¢ pobawi¢. Np. tu dodano mu jeszcze kubeczki i tyzeczki.
Inne fajne obrazki tego typu (ale bardziej matematyczne) mozna zobaczy¢ np. w ksiazeczce
Doroty Kowalczyk - ,,Mathematica wersja 2.2 i grafika dla studentow i uczniow”, LYNX —
SFT, 1996.

Modelowanie takiego czajniczka wymaga bowiem opisania jego ksztaltu w postaci
zbioru elementéw gladkiej powierzchni (ptatéw). Tego typu problemy — generowania



gladkich powierzchni, lub krzywych wystgpuje w wielu zastosowaniach grafiki
komputerowej, zwlaszcza w problemach zwiazanych z modelowaniem $wiata rzeczywistego.

Koniecznos¢ reprezentowania krzywych czy powierzchni pojawia sig z grubsza w dwoch
przypadkach:

- modelowanie istniejacych obiektéw (gora, twarz itp.);

- modelowanie obiektu, ktory jeszcze nie istnieje (projektowanie).

W pierwszym przypadku, matematyczny opis obiektu moze nie istnie¢ lub by¢ tak
skomplikowany, ze wyklucza to uzycie komputera o skonczonej pamigci. W tym przypadku
na og6t aproksymujemy nasz obiekt przy pomocy ksztattéw majacych stosunkowo proste
opisy matematyczne: fragmenty ptaszczyzn, kul itp. Aproksymacja powoduje, ze nasz obiekt
po ,,zmatematyzowaniu” niewiele si¢ r6zni od obiektu rzeczywistego.

W drugim przypadku, gdy modelowany obiekt nie istnieje, uzytkownik a ogét tworzy
obiekt interaktywnie w procesie modelowania. Co wigcej, na 0gdt wazniejsze jest sterowanie
modelowaniem, niz faktyczny matematyczny opis obiektu — a raczej jego modelu. Ponadto,
niejednokrotnie, w tym przypadku zachodzi potrzeba uwzglg¢dnienia pewnego dyskretnego
zbioru punktéw, otrzymanego podczas analizy waloréw technicznych, estetycznych itp. To
naturalnie narzuca problem interpolacji tych punktéw przy pomocy klas krzywych, czy
powierzchni.

W obu przypadkach zagadnieniem krytycznym jest wybor postaci funkcji matematycznych
uzytych w rozwiazywaniu naszych probleméw. Matematyk najchetniej uzytby wielomiandw,
podczas gdy mamy olbrzymia dowolnos¢ w wyborze. Jest to konsekwencja nastgpujacego
Twierdzenia Weierstrassa — Stone’a:

TWIERDZENIE. (Weierstass — Stone) Niech X bedzie zwarta przestrzenia Hausdorffa,

oraz niech A bedzie rodzing funkcji ciagtych f: X — R taka, ze

(1) dla kazdych réznych x, y € X istnieje fe A taka, ze f(x)#f(y), oraz

(2) dla kazdego x € X istnieje fe A taka, ze flx)#0.
Wtedy algebra funkcji A , generowanaw C(X) przez A jest gesta w metryce sup (czyli
zbieznosci jednostajnej) w C(X) .

RESZTA - bedzie na wyktadzie. Poza wykladem bed¢ prowadzi¢ ¢wiczenia, ktore
beda mialy charakter seminaryjny i bgda po§wigcone gtdwnie uzupetnianiem niezb¢dnych
wiadomosci z innych dziatéw matematyki.



