ZADANIA Z LOGIKI LISTA nr 1

Dla danego zbioru A i kalego n > 0, okrélamy operacje trywialnen — zmiennych nagpujaco:

Ei (X¢, ... X)) =X . Dla danej algebry@ = <A , {S}ios, {a }kok>, rodziny dziatar algebraicznychA(4)
jest najmniejsza rodzina skzzenie argumentowych funkcjiz A w A zawigg wszystkie funkcje
trywialne, wszystkie funkcje {§, oraz zamknita ze wzgtdu na sktadanie i podstawianie wynionych
elementéw & }xok -

1. Niech@=<A,+,—, g,0>, gdzie K jest cialem hzie przestrzeniliniowa nad cialem K.
Uwaga,ajest unarnym dziataniem oznacgajm mnaenie przeza 00 K . Wykaz&, ze A(4Q) jest zbiorem
wszystkich kombinacji liniowych, tj. @ F 0 A(A) jest dziatlaniern zmiennych, to istnigj
O, ...,0, 0K takie,ze F(Xy, ... ,X)) =0Q1X3 + ... 0%, , dla kadych x; , ... , X, O A..

2. Niech@=<A, +,-,0> bedzie dowoln grupm abelow, gdzie — jest dziataniem
jednoargumentowym oznaczeym element przeciwny. Przyjmiyg standardowe oznaczenia

at+a+..+a (-a)+(-a)+...+(-a)
oraz Rha=

na=
n

dla dowolnego naturalnegn, udowodnt, ze A(A) jest zbiorem wszystkich catkowitych kombinaciji
liniowych. Czyli jeli F O A(4) jest dziatanienn zmiennych, to istnigjcatkowite my , ... ,m, takie,
7€ F(Xy, ..o \Xn) = MyXy + ... +myX, , dla kadych x; , ... X, OA.

3. Niech @=<A,0, > bedzie kras, tj. algeby, w ktérej dziatania binarnél i O spetniag
nastpujace aksjomaty:

przemienng’ alb=b0a allb=b0Oa
lgcznaé al(Oc)=(@0Ob)Oc all(bOc)=(@0b)Oc
idempotentné’ alla=a alla=a

dystrybutywné aO(bOc)=(@0Ob)d@0Ob) ad(bOc)=(@0Ob)O@Ob)
Wykaz&, ze kada funkcjaF 0 A(A) jest postaciF(Xy1, .. Xin, -+ sXm1s - s Xmn) = il = Xij -
4. Przy zalgeniach Zadani8 . Wykaz&, ze kazda funkcjaF O A(4) jest postaci

FOX4 1y oo Xans oo Xt s oo o Xmr) = Cim D=1 X

5. Niech2=<{0,1},0,0,-,0, 1> bdzie algels, w ktérej operacjed, 0 i = s znanymi
operacjami z rachunku zilaWykaza, ze kazda skaiczenie argumentowa funkcjg: {0, 1}"0 - {0, 1}
jest elementemA(2) .

6. Zbudowa algebe 3 o skaiczenie wielu dziataniach takze kazda skdiczenie argumentowa
funkcja F:{0,1,2)'0 - {0, 1, 2} jest elementenzA(3) . Jak to uogolidi?.

7. Niech A lgdzie zbioremn elementowym. Obliczy ile jest algebr <A, F>, gdzie F jest
dziataniemm argumentowym. 1

8. Dwie algebry@;=<A,{S'}jn,, {ak}kDK> i d,=<A, {S Yioa, {ak}kDK> 2]
algebraicznie réwnowae j&li majg te same dziatania algebralczneota\(g 1) =A@ ) . Wykazd, ze
algebry < ,+> i <Z,—>, gdzie + jest dodawaniem a — jest odajamem nie $algebraicznie
rownowane.

9. Niech# =<B,0,0,°, 0, 1> kdzie dowoln algebg Boole'a. Niech##, =<B ,0, ¢>,
B, =<B,0, °> oraz niech#; =<B ,A, [, 1> ledzie algebs, w ktérej xAy = xOy°) Oy OIX) .
Udowodnk, ze A@B) = A1) =AB ) =A@ )

10. Niech = bedzie relacj na Z okrelong przez x=y iff x i y map ten sam znak. Czy jest

kongruenggw <Z,+>,aw <, >7?

11. Rozwamy algebe Z=<Z,+ > opisa podalgebry i obrazy homomorficzng .

12. Niecht bedzie typem podobiestwa zawierajcym jedmy operacg * arnasci 2 . Niech Z(V)
bedzie zbiorem wszystkich zdadpowiedniego rachunku ztlaNiech <7 , + > kedzie grup liczb
catkowitych oraz niech 2 b¢dzie podgrup liczb parzystych. Dla kalego n > 0 podé przyktady tautologii
dla matrycy < , 272> 0 n zmiennych zdaniowych.



13. Pod& przyktad dwéch systemow relacyjnyéh i 3 oraz homomorfizmuh : A0 - B,
ktory nie jest silnym homomorfizmem.

13. Dla ustalonego przeliczalnego typu podébteva i danej mocym , zbudowa system relacyjny@
tego typu mocym taki, ze dla kadego systemu podobnefd mocy < m istnieje homomorfizm
h: @ 0 - 7. Czy homomorfizmh ten mae by silny?

14. Czy rzutowanie "nad 1% : ” a 0O - & jestsilnym homomorfizmem.
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15. Pod& dwa przykiady:
— systemu, ktéry nie ma maksymalnego podsystemécimago;
— systemu, ktéry ma maksymalne podsystemyaikee.
16. Czy kady system ma podsystemy minimalne? Pokaza g systemy, ktore nie posiadaj
podsystemu najmniejszego.
17. Udowodné, ze kady systemA jest izomorficzny z podsystemem ggit A' czyli produktu

iDIAi , gdzie A, = A, ktérego uniwersum stanayfiunkcje state (podsystem ten nazywanwdeesto
przekgtng potegi A') .

18. Krata nazywamy system relacyjn§l = <A ,< >, w ktérym < jest relaci cz$ciowego porzdku
na A oraz dla kadych dwoch elementéva , b 0 A istnieje ich kres dolny — oznaczamy1b oraz kres
gorny — oznaczanw (b . Udowodné, ze operacije te spetnighastpujace réwndci:

przemienng’ alb=b0Oa allb=b0Oa
tgcznaé al(MOc)=(@0b)Oc al(bOc)=(@0b)Oc
idempotentné’ alla=a alla=a

19. Pod& przyktad kraty, dla ktérej nie zachodzi rozdziedj. zadna z poriiszych réwnéci nie

zachodzi:
al(Oc)=(@0Ob)O(@0Ob) alMmOc)=@0Ob)O(@0Ob)
Wykaza, ze jesli zachodzi jedna z nich, to zachodzt truga.

20. Wykazdt, ze dla dowolnych elementéw kray,b i ¢, jesli a<b,toallcsbOc oraz
allc<bOc.

21. Elementc jest pseudodopetnieniem wzgkdem b iff ¢ jest najweékszym elementem kraty
takim,ze aldc<b. Element tenddziemy oznacza(o ile istnieje) przeza* b .

(a) Poda przyktad kraty, w ktorejselementy, ktére nie posiadgjseudodopetnienia.

(b) Udowodnt, ze dla kadego x mamy:x<a*b iff alOx<b.

22. Jdli istnieje elementa* ((aOb) O(adc)),to al(bOc) =(@0b) O(alc)) .

23. Jeli istnieje a* a, to jest najwkszym elementem w kracie.

24. Jdli w kracie istnieje kres gorny (dolny) rodziny elentéw & :t 0 T}, to oznaczamy go przez
V{a :tOT} (A{a :t0OT}- odpowiednio). Wykazg ze jelli istnieje V{a,;:t T}, to dla dowolnegoa
istnieje te V{(a,0a):t 0 T} oraz V{(a,0a):t 0 T}=alOV{a :tOT}. Analogiczny rezultat zachodzize
dla odpowiednich kreséw dolnych.

25. Wykazd, ze j&li istnieje V{a :t O T} oraz j&li a* c istnieje dla kadego c O A , to wéwczas
aOWV{a :tOT} tezistnieje oraza OV{a :t 0T} = V{(a Ua) :t O T}. Sformutowa i udowodné
analogiczny rezultat dla kreséw dolnych.

26. Algebra Boole'a jest oczywdie krat,. Udowodng, ze jelli istnieja kresy po prawej stronie, to
istniejg tez po lewej i zachodzrownasci:

V{a: :tOT}=(A\{a:t0OT}) oraz A{a: :tOT}=(V{a:tOT}'.
27. Niech # bedzie rodzin wszystkich skaczonych sum przedziatéwa [ b) na prostejR oraz
przedziatow (<o, a) i [a,®).Udowodnt, ze # jest ciatem zbiorow, jest vt (ze zwyktymi dziataniami
mnogdaciowymi) algebg Boole’a.



